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Woprowadzenie
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Tytutem wstepu

Kompresja i predykcja uniwersalna sa ogdlnym rozwigzaniem
problemu uczenia sie z danych w postaci procesu stacjonarnego.
@ Stabo optymalna strategia dla obszernej klasy Srodowisk?

@ Strategia taka istnieje i jest obliczalna w rozsadnym czasie.
Ale:
@ Zadanie to daje sie rozwigzac lepiej w pewnych podklasach.

@ Rzeczywiste dane zawieraja sie w takiej podklasie, co
uzasadnia byt maszynowego uczenia jako odrebnej dziedziny.
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Plan referatu

@ Procesy stacjonarne:
e Przyktad: procesy Markowa.
e Twierdzenie ergodyczne Birkhoffa.
e Procesy ergodyczne.
e Kompresja:
o Nieréwnos¢ Krafta.
o Intensywnos¢ entropii.
o Kompresja uniwersalna.
@ Predykcja:
o Nieréwnos$¢ Azumy.
o Nieprzewidywalnos¢.
o Predykcja uniwersalna.
o Powigzania:
e Predykcja indukowana przez kompresje.
o Nieréwnos¢ Pinskera.
o Miara PPM (prediction by partial matching).
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Procesy stacjonarne
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Procesy stacjonarne
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Procesy stacjonarne

Procesy stochastyczne to nieskonczone ciggi zmiennych losowych:
(Xi)icz = (... X—2, X_1, X0, X1, X2, ...). (1)

Procesy stacjonarne to procesy stochastyczne, ktérych rozktad jest
niezmienniczy ze wzgledu na przesuniecia:

P(XiT =) = P(XI] = x{), 2)
gdzie Xjk = (Xj, Xj41, .0y Xi) oraz le‘ = (Xjy X415 eoey Xk ).
Przyktad:

Proces Markowa:
n
P(X i = x7) = m(x1) [ o (xilxi-1)- (3)
i=2

Warunek stacjonarnosci:

> wxa)o(xalx) = w(x). (4)
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Twierdzenie ergodyczne Birkhoffa

Dla kazdego procesu stacjonarnego wzgledne czestosci dowolnych
stéw w nieskonczonym ciggu zmiennych losowych, zdefiniowane
formalnie jako granice

S o

istnieja prawie na pewno (= z prawdopodobiefistwem 1).
Uwagi:
@ Dla procesu niestacjonarnego granice te moga nie istnieC.
@ Dla procesu stacjonarnego granice te s3 zmiennymi losowymi.

© Jezeli granice te s3 statymi, to wynosza P(X§ = xf).
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Procesy ergodyczne

Proces stacjonarny nazywa sie ergodycznym, gdy wzgledne
czestosci dowolnych stéw w nieskonczonym ciggu zmiennych
losowych s3 réwne prawdopodobiefistwom tych stéw, tzn.
prawie na pewno

lim - Z X = xk} = P(xt = xb). (6)

n—oco n

Przyktady:

Ergodyczny proces Markowa:
Wszystkie stany sie bezposrednio komunikuja, tzn. o(x2|x1) > 0
dla wszystkich stanéw xi, xo.

Nieergodyczny proces Markowa:
Istniejg niekomunikujace sie podzbiory stanéw A i B, tzn.
o(x21x1) =0, jezeli x3 € A, x2 € B lub x; € B, xp € A.
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Dekompozycja ergodyczna

o Dla kazdego procesu Markowa zbiér stanéw mozna rozbi¢ na
roztaczne podzbiory stanéw komunikujacych sie. Podzbiory te
definiuja procesy ergodyczne.

@ Analogicznie dowolny proces stacjonarny mozna roztozy¢ na
sktadowe ergodyczne i znaczaca cze$¢ teorii proceséw
stacjonarnych mozna sprowadzi¢ do teorii proceséw
stacjonarnych ergodycznych.
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Kompresja
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Kompresja
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Kody bezprefiksowe

Kod bezprefiksowy to funkcja ze stéw nad przeliczalnym alfabetem
w stowa binarne

C:xX* - {0,1}* (7)

takie, ze jesli C(u) jest prefiksem C(w), to u = w.

Kody bezprefiksowe maja te mitg wiasnosé, ze z konkatenacji
stéw wyjsciowych mozna odtworzy¢ ciag stéw wejsciowych.

Nieréwno$¢ Krafta:
Dla dowolnego kodu bezprefiksowego C zachodzi nieréwnosé

Z 2—1C(u)] <1 (8)

ueX*

Wielkosci 2~ 1€ zachowuja sie troche jak prawdopodobieristwal
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Problem bezstratnej kompresji danych

Entropia Shannona:
H(p) := Y p(u)[—logp(u)]. (9)
ucX*
Whiosek z nieréwnosci Krafta:
Dla dowolnego kodu bezprefiksowego C zachodzi nieréwnosé
> p(u) [C(u)| > H(p). (10)
ueX*
Kod Shannona-Fano:
Majac rozktad prawdopodobienstwa stéw p : X* — [0, 1],

mozemy skonstruowa¢ kod Shannona-Fano C,, ktéry spetnia

|Cp(u)| = [—log p(u)]. (11)
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Kompresja
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Intensywnos$¢ entropii

Dla dowolnego procesu stacjonarnego ergodycznego istnieje stata

h:= lim 1 E [—log P(X{)], (12)

n—oco n

zwana intensywnoscia entropii.

Z nieréwnosci Krafta i twierdzenia ergodycznego Birkhoffa wynika,
ze dla dowolnego kodu bezprefiksowego i procesu stacjonarnego
ergodycznego

1
limsup — ‘C(Xl")‘ > h prawie na pewno. (13)
n—oo N

Dla kodu Shannona-Fano € = Cp ta nierébwno$¢ jest réwnoscia.

12/26



Kompresja
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Kompresja uniwersalna

Kod C nazywa sie uniwersalnym, gdy dla dowolnego procesu
stacjonarnego ergodycznego zachodzi

1
lim — ‘C(Xl")| = h prawie na pewno. (14)

n—oo n

Inaczej méwiac, kod uniwersalny dopasowuje sie do statystycznych
wtasnosci kompresowanego procesu (— maszynowe uczenie).

Kody uniwersalne istniejg <= alfabet X jest skonczony. J

Przykfady: kod Lempela-Ziva (gzip), kod PPM (bzip2).
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Problem predykgji

Predyktor to funkcja, ktéra ciggowi poprzednich symboli przypisuje
pewnien symbol nastepny, czyli

f:X* > X. (15)

Stopa btedu predyktora na stowie x{' to srednia liczba btedéw:

,11,,2_:1 1{x,-Jrl », f(x{)}. (16)
i=0

Predyktor indukowany przez miare prawdopodobieistwa P to

fp(xi) := argmax P(Xi11 = xip1| X = xi). (17)
xi41€X

Czy ma on najmniejsza stope btedu dla procesu o tej mierze?
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Przydatne obserwacje

Whiosek z nieréwnosci Azumy:

Stopa btedu dowolnego predyktora na procesie stochastycznym jest
réwna Sredniemu warunkowemu prawdopodobienstwu btedu, tzn.
dla dowolnego procesu stochastycznego prawie na pewno

. 1 n—1 . 1 n—1 . .
n'l["oo [n ; 1{Xi+1 # f(x1)} - ; P(Xit1 # £(X{)|X{)| = 0.

(18)
Proste ograniczenie:

Warunkowe prawdopodobienstwo btedu jest najmniejsze
dla predyktora indukowanego:

P(Xiz1 # F(X{)IX{) > P(Xiy1 # fo(X{)1X{)

=1— max P(Xiz1 = xiq1]X{). (19)
xi+1€X
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000®0

Nieprzewidywalnosé

Dla dowolnego procesu stacjonarnego ergodycznego istnieje stata

u:= lim E [1 — max P(Xo = xo| X_ )] (20)

n—oo xpeX

zwana nieprzewidywalnoscia.

Z nierébwnoéci Azumy i twierdzenia ergodycznego Birkhoffa wynika,
ze dla dowolnego predyktora i procesu stacjonarnego ergodycznego

limsup — Z 1{ i1 F f(Xl')} > u prawie na pewno. (21)

n—oo

Dla predyktora indukowanego f = fp ta nierébwnos$¢ jest réwnoscia.
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Predykcja
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Predyktor uniwersalny

Predyktor f nazywa sie uniwersalnym, gdy dla dowolnego procesu
stacjonarnego ergodycznego zachodzi

lim — Z 1{ it1 F f(Xl)} = u prawie na pewno.  (22)

n—oco n

Inaczej méwiac, predyktor uniwersalny dopasowuje sie do wtasnosci
przewidywanego procesu (— maszynowe uczenie).

Predyktory uniwersalne istnieja tez dla alfabetu nieskonczonego. J

Przyktady: predyktor PPM.
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Powigzania
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Problem do rozwigzania

Miara prawdopodobieistwa R nazywa sie uniwersalng, gdy dla
dowolnego procesu stacjonarnego ergodycznego zachodzi

1
lim = [—log R(X{')] = h prawie na pewno. (23)

n—oo n

tatwo pokazaéd, ze kod Shannona-Fano Cg jest uniwersalny.

Czy predyktor indukowany fr jest takze uniwersalny? J

@ Predykcja uniwersalna przypomina kompresje uniwersalna.

@ Roznica polega na wzieciu innej funkeji straty:

Cr(xf 12 :
Strata dla kompresji = M = - E log R(xi+1]x1)
i

) 1 n—1 ,-
Strata dla predykcji = - Z; 1{x,-+1 # fR(xl)}

v
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Przydatne nieréwnosci

Niech p i g beda dyskretnymi rozktadami prawdopodobienstwa.

Nieréwnos¢ Pinskera:

[Z Ip(x) — q(x)|

xeX

< 2 3 px )uog”E ; (24)

log e =

Nieréwnosc¢ predykcji:

Dla x, = argmax,x p(x) oraz xq = arg max, x q(x) zachodzi

0 < p(xp) — P(xq) < D IP(x) — q(x)]. (25)

xeX
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Rozwigzanie problemu

Miara prawdopodobienstwa R nazywa sie uniwersalna, gdy dla
dowolnego procesu stacjonarnego ergodycznego zachodzi

1
lim = [—log R(X{')] = h prawie na pewno. (26)

n—oo n

Wtasnosci:
@ Kod Shannona-Fano Cg jest uniwersalny.

@ Predyktor indukowany fg jest uniwersalny, jezeli

n
— log R(xp41|x7") < €ny/ , lim e, =0. (27)
|og n n—oo
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Miara PPM (prediction by partial matching)

Wezmy alfabet X = {a1,..,ap}, gdzie D > 2.
Czesto$¢ podstowa wlk w sfowie x{' to
n—k+1 .
N(wflxp) == Y 1 = wh] (28)
i=1
Miara PPM rzedu k > 0 to
" N(x_ klx"—l) +1

PPM(x") := D~ 29
K i=1;J-:|-1N(: klx Y+ D 29)

Catkowita miara PPM to
PPM(x;) °°§ [ ! 1 ]PPM (x1") (30)
x) = - xM).
VT k41 k+2 A

Miara PPM, kod Cpppm i predyktor fppm sa uniwersalne. J
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Podsumowanie (= Wstep)

Kompresja i predykcja uniwersalna sa ogdlnym rozwigzaniem
problemu uczenia sie z danych w postaci procesu stacjonarnego.
@ Stabo optymalna strategia dla obszernej klasy Srodowisk?

@ Strategia taka istnieje i jest obliczalna w rozsadnym czasie.
Ale:
@ Zadanie to daje sie rozwigzac lepiej w pewnych podklasach.

@ Rzeczywiste dane zawieraja sie w takiej podklasie, co
uzasadnia byt maszynowego uczenia jako odrebnej dziedziny.
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