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1. Forma i tematyka rozprawy

Rozprawa po$wiecona jest konstrukeji i badaniu wiasnosci algorytmow wyboru
zmiennych w modelu liniowym oraz uogdlnionym modelu liniowym w przypadku, gdy
wystepuja zmienne objasniajace zaréwno typu cigglego jak i jakosciowego. Wybér mo-
delu oznacza tu wybdér zmiennych objasniajacych z nadmiarowej listy potencjalnych
zmiennych objasniajacych, a w przypadku zmiennych jakosciowych takze taczenie tych
poziomdw zmiennych, ktérych efekty nie r6znig sie istotnie. Chodzi przy tym o zbu-
dowanie modelu ,,0szczednego”, tzn. zawierajacego mozliwie malo parametréw, ale
zachowujacego dobre wlasnosci prognostyczne. Jest to jeden z klasycznych i waznych
problemoéw statystyki, ktéry w ostatnich latach nabral dodatkowego znaczenia 1 wy-
generowal nowe wyzwania wraz z pojawieniem si¢ tzw. danych i probleméw wyso-
kowymiarowych, w ktérych liczba p potencjalnych zmiennych objasniajacych bywa
wielokrotnie wyzsza od liczby n obserwowanych przypadkéw (np. w problemach ge-
netycznych). Klasyczne metody estymacji i doboru zmiennych nie dzialaja w takich
przypadkach. Powstaly wiec liczne algorytmy wprowadzajace do procesu estymacji
réznie definiowane funkcjonaly kary za zlozono$é modelu - wéréd nich najbardzicj
znana procedura Lasso i jej liczne modyfikacje. Celem jest przy tym konstrukcja
metod, ktore przy zalozeniu, ze prawdziwy model zawiera stosunkowo niewiele istot-
nych parametréw maja tzw. wlasno$é wyroczni, tzn. z prawdopodobieristwem dazacym
do jeden, gdy liczno$é préby roénie do nieskoriczonosci, wybieraja model prawdziwy,
a dodatkowo estymatory parametréw wybranego modelu maja rozklady asympto-
tyczne takie, jakby zbiér istotnych parametréw byt z géry znany. Ze wzgledu na
duzg ztozonosé obliczeniowa i konieczno$é rozpatrzenia bardzo duzej liczby podmodeli
(podzbioréw wyjsciowego zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych) istotnym
wyzwaniem staje si¢ przy tym, zwlaszcza dla danych wysokowymiarowych, strona ob-
liczeniowo/implementacyjna. Dla danych ze zmiennymi jako$ciowymi opisano w lite-
raturze w szczegdlnodei tzw. grupowe Lasso (Yuan, Lin 2006), ktére whacza lub odrzuca
cale zmienne jako$ciowe bez taczenia ich pozioméw oraz algorytm CAS-ANOVA (Bon-
dell, Reich 2009) i algorytm z pracy Oelkera i in. (2014), ktére takze tacza poziomy
zmiennych jako$ciowych przy braku istotnych réznic ich efektéw. Wszystkie wspo-
mniane algorytmy oparte sa na idei Lasso, wykorzystujacej odpowiednio zdefiniowane
funkcje kary oparte na normie L;. Wiadomo, ze metody oparte na idei Lasso maja



w skonczonych prébach tendencje do wybierania modeli o zbyt wysokim wymiarze.
Badania opisane w rozprawie mialy na celu konstrukcje algorytméw, ktére zachowujac
asymptotyczna wiasnod¢ wyroczni nie mialyby tej wady w prébach skoniczonych.

Rozprawa sklada si¢ z siedmiu rozdzialow na 95 stronach i napisana jest w jezyku
angielskim. Pierwszy rozdzial, to wprowadzenie do problemu, przeglad wybranej lite-
ratury przedmiotu i sformulowanie problemu badawczego. W rozdziale drugim wpro-
wadzony jest formalizm potrzebny do precyzyjnego opisu i parametryzacji rozpatry-
wanych modeli 1 krétko oméwiona jest idea metod opartych na Lasso. W rozdziale
trzecim zdefiniowany jest algorytm DMRA4lm, rozwigzujacy problem wyboru modelu
liniowego gdy p < m i podane sg pewne warunki, przy ktérych ma on asymptotyczna
wlasnodéé wyroczni. Zaproponowany jest tez algorytm DMRnet4lm dla przypadku gdy
p > n, ale bez teoretycznej analizy jego whasnosci. W skrécie polega on na wstepnym
przesiewaniu listy p zmiennych przy pomocy grupowego Lasso, co redukuje liste zmien-
nych do licznosci mniejszej od n, po ktérym stosowany jest algorytm DMR4Im. Po-
wstaje w ten sposéb lista modeli-kandydatéw o réznych wymiarach, z ktérej wybiera
sie ostateczny model stosujac kryterium najlepszej predykeji na poziomie grup mo-
deli o tym samym wymiarze, a kryterium informacyjne lub kroswalidacje na poziomie
grupy modeli o réznych wymiarach. W rozdziale 4 omawiane sa wersje tych algo-
rytméw dla uogdlnionych modeli liniowych. Analiza teoretyczna ogranicza sie tu do
wykazania zgodnosei algorytmu DMR4glm. Rozdziaty 51 6 poswiecone sa opisowi eks-
perymentéw numerycznych, odpowiednio dla modeli liniowych i modeli logistycznych,
w ktorych poréwnano algorytmy zaproponowane w rozprawie z algorytmami znanymi
z literatury. Rozpatrzono przy tym zaréwno po trzy zbiory danych rzeczywistych, jak
i dane symulowane, podobne do uzywanych wczesniej w literaturze. Przy pomocy 10-
krotnej kroswalidacji (dla danych rzeczywistych) lub dodatkowo wygenerowanej grupy
kontrolnej (dla danych symulowanych) wyznaczano dla kazdej metody sredni wymiar
wybranego modelu i §redni btad prognozy, ktére byly uzywane do poréwnania réznych
metod. W ostatnim rozdziale podsumowano wyniki przeprowadzonych badan.

Czeéé wynikéw opisanych w rozprawie, a dotyczacych algorytmu DMR4Im, a takze
idea algorytmu DMRA4glm wald zostala opublikowana wspélnie z A. Maj-Kanisks i
P. Pokarowskim w roku 2015 w wydawanym przez IMS (Institute of Mathematical
Statistics) bardzo dobrym czasopismie Electronic Journal of Statistics.

Tematyka rozprawy dotyczy waznych probleméw statystyki matematycznej i ob-
liczeniowej, z waznymi zastosowaniami praktycznymi. Jak widaé choéby z cytowanej
literatury, jest to zywy nurt w sSwiatowej literaturze statystycznej. Rozprawa realizuje
dobrze zaplanowany projekt badawczy w waznej i nowoczesnej tematyce.

2. Gléwne wyniki

7 punktu widzenia mozliwych zastosowan, konstrukcja wszystkich algorytmdw
(DMR41lm, DMR4glm, DMR4gml wald i ich wersje z wstepnym przesiewaniem dla
przypadku p > n) i ich efektywna implemetacja jest dokonaniem waznym, a wstepna
analiza ich wlasnosci w eksperymentach symulacyjnych potwierdzila, przynajmniej
w przypadku DMRA4lm i DMR4glm, osiagniecie postawionego celu badawczego, ja-
kim byta konstrukcja metod majacych asymptotyczng wlasnosé wyroczni, ale wybie-
rajacych modele o wymiarze $rednio nizszym niz Lasso.



Najwazniejsze teoretyczne wyniki rozprawy to dowody zgodnosci procedury DMR4Im
i asymptotycznej normalnosci estymatoré6w w wybranym modelu (Th. 1 i Corollary 1
oraz Th. 2 w rozdziale 3.3) i dowéd zgodnosci procedury DMR4glm (Th. 3 w rozdz.
4.6).

3. Dyskusja i ocena rozprawy

Uzyskane wyniki sa w mojej ocenie formalnie poprawne i wazne z punktu widze-
nia praktycznych zastosowan rozwazanych metod. Przedstawione dowody swiadcza o
sprawnosci Autorki w postugiwaniu sie sie technikami analitycznymi i probabilistycz-
nymi, a zaproponowane metody i ich implementacja pokazuja sprawnosé Autorki w
my§$leniu algorytmicznym. Troche trudno czytalo sie niektére fragmenty dowodéw, bo
Autorka nie zawsze jasno przedstawia ich idee. Sadze tez, o ile czego$ nie przeoczylem,
ze mozna je nieco uproscié, o czym bardziej szczegélowo pisze w dalszej czesci recenzji.

Brakuje mi w rozprawie dyskusji zalozen, przy ktérych udowodniono wlasnosci
asymptotyczne algorytméw. Czy mozna rozsadnie oczekiwaé ich spelnienia w typo-
wych sytuacjach, np. w rozwazanych przyktadach numerycznych? Czy da sie je wyrazié
w terminach macierzy planu X i wektora parametréw?

Pewnym niedostatkiem ocenianej pracy jest tez zupelne zignorowanie zagadnien
zwiazanych z mozliwa hierarchicznoscia modelu i jej implikacjami dla procedury wy-
boru modelu. Hierarchicznos¢ w modelu ze zmiennymi jako$ciowymi pojawia sie na-
turalnie, gdy oprécz efektéw gtéwnych tych zmiennych w modelu wystepuja tez ich
interakcje. Polaczenie dwéch poziomdéw zmiennej jakoSciowej jest metodologicznie do-
puszczalne tylko wtedy, gdy nie tylko wartoscei efektow giéwnych tych poziomdéw nie
r6znig: sig istotnie, ale nie ma tez istotnych réznic miedzy zadnymi interakcjami, w
ktérych te poziomy wystepuja. Wezesniejsze algorytmy, np. CAS-ANOVA, zakladaly,
ze w modelu wystepuja tylko efekty gtéwne, ignorujac specjalng strukture modeli z in-
terakcjami. Wydaje sig, ze aby uniknaé trudnosci interpretacyjnych dla otrzymanych
modeli, zalozenie to powinno by¢ jawnie sformutowane takze dla opisanego w pracy al-
gorytmu DMR.. Tymczasem, w rozdziale 6.1.3 ocenianej pracy analizowany jest znany
z literatury dotyczacej grupowego Lasso przyktad modelu logitowego dla prawdopo-
dobieristwa wystapienia tzw. ,,donor sites” w lancuchu DNA, w ktérym wystepuja tez
interakcje. W mojej ocenie, stosowanie DMR do tych danych jest metodologicznie
watpliwe. Z prezentowanych w rozprawie wynikéw dla tego modelu nie mozna nie-
stety odczytaé, jak czesto nastepowalo w wybieranych modelach lamanie hierarchicz-
nej struktury modelu. Oczywiscie, asymptotycznie metoda dziala i, jak udowodniono,
wybiera z prawdopodobiefistwem jeden wlasciwy model, ale w skoficzonych prébach ta-
two wpasé w klopoty interpretacyjne. Watpliwosci takie mialem takze w przykladzie z
rozdz. 5.1.4 gdzie, tak jak to rozumiem, mamy do czynienia z modelem zagniezdzonym
(dzialki zagniezdzone w lokalizacjach), a efekt dzialki bardziej naturalnie byloby mo-
delowaé jako efekt losowy, co datoby model mieszany.

Nalezy podkresli¢, ze zagadnienie uwzglednienia hierarchicznej struktury modelu
liniowego w procesie wyboru zmiennych bylo dyskutowane w literaturze. W zagadnie-
niach regresji z cigglymi predyktorami, hierarchiczna struktura modelu uwzgledniana
jest przez tzw. ,zasade dziedziczenia”, ktéra wymaga, aby czlony algebraicznie wyzszego
rzedu mogly wystapi¢é w modelu tylko wtedy, gdy wystepuja w nim wszystkie odpo-



wiednie czlony rzedéw nizszych. Uwzglednienie tej zasady w procedurach doboru
zmiennych opisano np. w pracach Chipmana (1996), Yuana i in. (2007, 2009) i Choia i
in. (2010) dla procedur bayesowskich, Lasso i LARS. Dla problemu wyboru i grupowa-
nia pozioméw czynnikéw w modelach ANOVA, Post i Bondell (2013) zaproponowali
algorytm GASH-ANOVA (od Grouping And Selection using Heredity in ANOVA) i
pokazali, ze uwzglednienie hierarchicznej struktury modelu moze daé istotne korzysci
w skoniczonych prébach. Troche szkoda, ze ten wazny aspekt zostal w pracy pominiety.

Pewne pytania nasuwaja sie takze w zwigzku z opisem algorytméw DMRnet4lm
i DMRnet4glm. Wydaje sie, ze parametry o,m, Ay, ..., Ay, 1 maksymalny wymiar p~
analizowanych modeli byly wybierane dos¢ arbitralnie, prawdopodobnie na podsta-
wie wynikéw obserwowanych w eksperymentach symulacyjnych. Nie znalazlem od-
powiedzi na nasuwajace sie pytanie jak wyniki zaleza od wartosci tych parametréw.
Druga watpliwos¢ dotyczy wstepnego przesiewania przy pomocy grupowego Lasso.
Wiadomo, ze wyniki Lasso zalezg od przyjetej parametryzacji i dlatego w literaturze
(np. Bithlmann, van de Geer 2011, rozdz. 4.3) sg sugestie, aby stosowa¢ Lasso dopiero
po wprowadzeniu w podprzestrzeniach odpowiadajacych efektom gldwnym baz orto-
normalnych i zwiazanej z nimi parametryzacji modelu, co zapewnia w szczegdlnodci
niezalezno$é wynikéw Lasso od rodzaju kontrastéw uzytych w wyjsciowej parametry-
zacji modelu. Autorka pracuje w dyskutowanych algorytmach z oryginalnymi kontra-
stami prostymi. A gdyby tak przed grupowym Lasso wykona¢ opisane wyzej przepa-
rametryzowanie? Dekompozycja QR i tak jest liczona w kroku DMR4lm. Czy i jak
wplyneloby to na wlasnosci algorytmu? Oczywiscie, jakies decyzje trzeba bylo podjaé,
ale cickaw jestem opinii Autorki w tej sprawie.

4. Uwagi szczegoélowe

Lemat 2 jest wykorzystywany w dowodzie lematu 8 do wykazania réwnosci zda-
rzen na dole str. 29. Do dowodu twierdzenia 1 wystarczy jednak gérne oszacowanie
dla P(T ¢ M), a wigc w ostatnim wzorze na str. 29 wystarczy trywialna inkluzja
C zamiast ostatniej réwnosci. To oznacza, ze lemat 2 jest tu zbedny. Odwotlanie do
niego nastepuje wprawdzie jeszcze raz na str. 43 w dowodzie twierdzenia 3, ale moim
zdaniem jest on zbedny takze tam, a w efekcie nie jest potrzebny nigdzie. Dowdéd twier-
dzenia 3 jest opisany troche mylaco, co wynika z kilku niedoktadnosci, zaktadam, ze
redakcyjnych, ktérych efekty sie kumuluja. Po pierwsze, w punkcie 3 opisu algorytmu
DMRA4glm jest napisane, ze wektor h wartosci statystyk testu ilorazu wiarogodnodci
jest porzadkowany rosnaco, a powinno by¢ malejaco, przy przyjetej definicji statystyk
LRT (male wartoéci powoduja odrzucanie hipotez). Po drugie, zbiér &; jest zdefinio-
wany dwukrotnie na dwa rézne sposoby na str. 40 i 42. Poprawna definicja ze str. 42
powinna pojawi¢ sie na str. 40 zaraz po ,,Let us denote”, a réwnos$é {T ¢ J} = & nie
jest definicja, lecz jest dowodzona na str. 43. Fragment dowodu opisany na str. 43, w
ktérym nastepuje odwolanie do lematu 2, jest opisany dosé niejasno, ale moim zdaniem
jest on zbedny, bo do dowodu twierdzenia 3 wystarczy zamiast réwnoéci tylko trywialna
inkluzja {T ¢ J} C &, przy ktérej mamy, jak na str. 41, {T' # T} C & U & U &,
gdy tr < acd i na podstawie zalozenia (4.3) mozna przyja¢ a = 1/4. Na str. 41 i 42
pokazano tez, ze & C 53% i& Ué'gi C C(er) i ze P(C(cr)) < o?p/er, co koticzy dowod
twierdzenia 3.



Rozprawa jest napisana zasadniczo poprawnym i starannym jezykiem i jest tez w
wiekszosci starannie zredagowana, cho¢ sa tez niedokladnosci. Na przyklad: ,indexes”
powinny w jezyku rozprawy naukowej przyjaé raczej forme ,indices”, IRLS jest roz-
wijane niepoprawnie albo jako ,iterated reweighted least squares” (str. 6), albo jako
Jiteratively related least squares” (linia 1 na str. 36) albo poprawnie (dwie linie nizej),
liczba ograniczeni to p — g a nie ¢ (10q0), zbedna transpozycja w (2.14), btedna zapo-
wiedZ prezentacji szczegéléw ,in the Appendix” (tak bylo w artykule, w ktérym ten
fragment byt opublikowany, ale nie w rozprawie) na str. 19, ustalenie rozmiaru mo-
delu prawdziwego w 23! mimo zapowiadanego w 177 jego uzmiennienia, mala zamiast
duzej 6 w 233, brak minusa w ostatnim wzorze na str. 23, zbedne zalozenie t < p w
twierdzeniu 2 (i niemozliwe do speknienia, skoro p jest skoriczone), pierwszy minus w
273 powinien byé plusem, a drugi plus w 27; minusem (w 27, znak jest juz poprawny),
przestawione a i b w B;_, w 285, , belong to” zamiast ,are included in” w 415, nie ten
Schwarz w 417 i brak zamykajacego nawiasu w 423.

5. Konkluzja

Oceniana rozprawa doktorska mgr Agnieszki Prochenki jest oryginalnym i intere-
sujacym wkladem Autorki do nowoczesnej statystyki matematycznej i obliczeniowej.
Stwierdzam, ze rozprawa spelnia formalne, merytoryczne i zwyczajowe wymogi sta-
wiane pracom doktorskim z zakresu informatyki w dziedzinie nauk matematycznych i
wnosze o dopuszczenie jej do publicznej obrony.

Zbigniew Szkutnik
fobhd

Krakéw, 03.10.2016.
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